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前回の講義について
・⼀般的な制約付きの最適化問題

min𝒙∈ℝ೙      𝑓 𝒙    
subject to 𝒙 ∈ 𝑆

・ペナルティ関数法
実⾏可能領域外の場合(=制約条件を違反した場合)にペナルティをかける
𝑞 𝑐,𝒙 ൌ𝑓 𝒙 ൅ 𝑐𝑃 𝒙 で，𝑐 → ∞に近づけると最適解に近づく

・バリア関数法
実⾏可能領域内において，境界に近づくにつれて⽬的関数を改悪する
𝑟 𝑐,𝒙 ൌ𝑓 𝒙 ൅ ଵ

௖
𝐵 𝒙 で，𝑐 → ∞に近づけると最適解に近づく

→ いずれも，𝑐が⼤きくなると，境界付近で最適化計算が不安定になる
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今回の講義について
・⼀般的な制約付きの最適化問題

min𝒙∈ℝ೙      𝑓 𝒙    
subject to 𝒙 ∈ 𝑆

・拡張ラグランジュ関数を設定
→ まずは等式制約付き最適化問題を考える

min𝒙∈ℝ೙ 𝑓 𝒙                                         
subject to  𝑔௜ 𝒙 ൌ 0, 𝑖 ൌ 1,2, … ,𝑝

→ 拡張ラグランジュ関数(ただし，𝜌 ൐ 0)

𝐿ఘ 𝒙,𝒚 ൌ 𝑓 𝒙 ൅ 𝒚௧𝒈 𝒙 ൅
𝜌
2 𝒈 𝒙 ଶ ൌ 𝑓 𝒙 ൅෍𝑦௜𝑔௜ 𝒙

௜

൅
𝜌
2෍𝑔௜ 𝒙 ଶ

௜
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拡張ラグランジュ関数法
・等式制約付き最適化問題のラグランジュ関数における1次の必要条件

∇𝑓 𝒙∗ ൅෍ 𝑦௜∗∇𝑔௜ 𝒙∗
௣

௜ୀଵ
ൌ 𝟎

𝑔௜ 𝒙∗ ൌ 0, 𝑖 ൌ 1,2, … ,𝑝
・通常のラグランジュ関数と同様に，以下の問題を考える

min𝒙∈ℝ೙ 𝑓 𝒙 ൅
𝜌
2 𝒈 𝒙 ଶ              

subject to  𝑔௜ 𝒙 ൌ 0, 𝑖 ൌ 1,2, … ,𝑝

→ この問題のラグランジュ関数が𝐿ఘ 𝒙,𝒚 の1次の必要条件

∇𝒙𝐿ఘ 𝒙,𝒚 ൌ ∇𝑓 𝒙 ൅෍𝑦௜∇𝑔௜ 𝒙
௜

൅ 𝜌෍𝑔௜ 𝒙 ∇𝑔௜ 𝒙
௜

3/11



拡張ラグランジュ関数法
・ラグランジュ関数が𝐿ఘ 𝒙,𝒚 の1次の必要条件

∇𝒙𝐿ఘ 𝒙,𝒚 ൌ ∇𝑓 𝒙 ൅෍𝑦௜∇𝑔௜ 𝒙
௜

൅ 𝜌෍𝑔௜ 𝒙 ∇𝑔௜ 𝒙
௜

→ 局所最適解𝒙 ൌ 𝒙∗とすると，制約条件から𝑔௜ 𝒙∗ ൌ 0となるので，

∇𝒙𝐿ఘ 𝒙,𝒚∗ |𝒙ୀ𝒙∗ ൌ ∇𝑓 𝒙∗ ൅෍𝑦௜∗∇𝑔௜ 𝒙∗
௜

ൌ 𝟎

・つまり，適切な𝒚∗が得られていれば，拡張ラグランジュ関数を最適化することで，
1次の必要条件を満たす𝒙∗が⾒つかる
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ヘッセ⾏列の計算
・2次(ヘッセ⾏列)の計算

∇𝒙𝒙𝐿ఘ 𝒙,𝒚 ൌ ∇ଶ𝑓 𝒙 ൅ ∑ 𝑦௜∇ଶ𝑔௜ 𝒙௜ ൅ 𝜌∑ ∇𝑔௜ 𝒙 ∇𝑔௜ 𝒙 ௧
௜ ൅ 𝜌∑ 𝑔௜ 𝒙 ∇ଶ𝑔௜ 𝒙௜

ൌ ∇ଶ𝑓 𝒙 ൅ ∑ 𝑦௜ ൅ 𝜌𝑔௜ 𝒙 ∇ଶ𝑔௜ 𝒙௜ ൅ 𝜌∑ ∇𝑔௜ 𝒙 ∇𝑔௜ 𝒙 ௧
௜

→ ∇𝒙𝒙𝐿 𝒙∗,𝒚∗ ൅ 𝜌∑ ∇𝑔௜ 𝒙∗ ∇𝑔௜ 𝒙∗ ௧
௜

・∇𝑔௜ 𝒙∗ ௧𝒅 ൌ 0を満たす任意のベクトル𝒅に対して，
𝒅௧∇𝒙𝒙𝐿ఘ 𝒙∗,𝒚∗ 𝒅 ൌ 𝒅௧∇𝒙𝒙𝐿 𝒙∗,𝒚∗ 𝒅 ൐ 0

となる．(任意の𝒅でも，𝜌の値を⼗分⼤きくとれば同様に成り⽴つ)
→ ∇𝒙𝒙𝐿ఘ 𝒙∗,𝒚∗ が正定値⾏列であることがわかる
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拡張ラグランジュ関数法
・ラグランジュ関数が𝐿ఘ 𝒙,𝒚 の1次の必要条件

∇𝒙𝐿ఘ 𝒙,𝒚 ൌ ∇𝑓 𝒙 ൅෍𝑦௜∇𝑔௜ 𝒙
௜

൅ 𝜌෍𝑔௜ 𝒙 ∇𝑔௜ 𝒙
௜

→ 局所最適解𝒙 ൌ 𝒙∗とすると，制約条件から𝑔௜ 𝒙∗ ൌ 0となるので，

∇𝒙𝐿ఘ 𝒙,𝒚∗ |𝒙ୀ𝒙∗ ൌ ∇𝑓 𝒙∗ ൅෍𝑦௜∗∇𝑔௜ 𝒙∗
௜

ൌ 𝟎

・つまり，適切な𝒚∗が得られていれば，拡張ラグランジュ関数を最適化することで，
1次の必要条件を満たす𝒙∗が⾒つかる
→ この組 𝒙∗,𝒚∗ をうまく⾒つけることが重要

4/11



アルゴリズム構築
・拡張ラグランジュ関数𝐿ఘ 𝒙,𝒚 において，ラグランジュ乗数𝒚 ௞ が定められている

とき最適化問題を解く → 解を𝒙 ௞ାଵ とすると，
∇𝒙𝐿ఘ 𝒙 ௞ାଵ ,𝒚 ௞

ൌ ∇𝑓 𝒙 ௞ାଵ ൅ ∑ 𝑦௜
ሺ௞ሻ∇𝑔௜ 𝒙 ௞ାଵ

௜ ൅ 𝜌∑ 𝑔௜ 𝒙 ௞ାଵ ∇𝑔௜ 𝒙 ௞ାଵ
௜ ൌ 𝟎

・次に，ラグランジュ乗数を更新する︓𝒚 ௞ାଵ ൌ 𝒚 ௞ ൅ 𝜌𝒈 𝒙 ௞ାଵ

・∇𝒙𝐿 𝒙 ௞ାଵ ,𝒚 ௞ାଵ

ൌ ∇𝑓 𝒙 ௞ାଵ ൅ ∑ 𝑦௜
ሺ௞ାଵሻ∇𝑔௜ 𝒙 ௞ାଵ

௜

ൌ ∇𝑓 𝒙 ௞ାଵ ൅ ∑ 𝒚 ௞ ൅ 𝜌𝑔௜ 𝒙 ௞ାଵ ∇𝑔௜ 𝒙 ௞ାଵ
௜ ൌ ∇𝒙𝐿ఘ 𝒙 ௞ାଵ ,𝒚 ௞ ൌ 𝟎

→ つまり 𝒙 ௞ାଵ ,𝒚 ௞ାଵ は1次の最適性条件を満たしている
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アルゴリズム
STEP1︓初期点 𝒙 ଴ ,𝒚ሺ଴ሻ およびパラメータの初期値𝜌଴を定め，𝑘 ൌ 0とする．

STEP2︓ 𝜌௞ ∑ 𝑔௜ 𝒙 ௞ ଶ
௜ が⼗分に⼩さければ，アルゴリズム終了

STEP3︓𝒙 ௞ を初期点として，拡張ラグランジュ関数𝐿ఘ 𝒙,𝒚 ௞ を最⼩化する制約
なし最適化問題を解き、新たな点𝒙 ௞ାଵ を求める．

STEP4︓𝒚 ௞ାଵ ൌ 𝒚 ௞ ൅ 𝜌௞𝒈 𝒙 ௞ାଵ とする．また，𝜌௞ାଵ ൐ 𝜌௞を満たすパラメータ
の値𝜌௞ାଵを定め，𝑘 ൌ 𝑘 ൅ 1としてSTEP2に戻る．
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例を通してアルゴリズムを考える
(例題)

min   𝑓 𝒙 ൌ 𝑥ଵ െ 2 ସ ൅ 𝑥ଵ െ 2𝑥ଶ ଶ

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜   𝑔 𝒙 ൌ 𝑥ଵଶ െ 𝑥ଶ ൌ 0           
(アルゴリズム)
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不等式制約の場合
・不等式制約付き最適化問題

min𝒙∈ℝ೙ 𝑓 𝒙                                         
subject to  𝑔௜ 𝒙 ൑ 0, 𝑖 ൌ 1,2, … ,𝑚

→ 不等式制約に𝑠௜ଶのようにスラック変数を導⼊すると
𝑔௜ 𝒙 ൑ 0 → 𝑔௜ 𝒙 ൅ 𝑠௜ଶ ൌ 0

・このスラック変数を⽤いて拡張ラグランジュ関数を最適化することにより，
最適解を得ることができる
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近接点アルゴリズムとの関係性
近接点アルゴリズムの概略
STEP1︓初期解𝒙 ଴ を設定し，𝑘 ← 0とする．
STEP2︓停⽌条件

STEP3︓𝒙 ௞ାଵ ← 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 𝑓 𝒙 ൅ ఎೖ
ଶ

𝒙 െ 𝒙 ௞ ଶ で更新．(𝜂௞は正のステップ幅)
STEP4︓𝑘 ← 𝑘 ൅ 1として，STEP2へ戻る．

・近接点アルゴリズムと拡張ラグランジュ関数法は双対関係にあることが知られ
ている．
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今回のまとめ
・拡張ラグランジュ関数法について，アルゴリズムも含めて解説
・拡張ラグランジュ関数法は，ペナルティ関数法の⽋点を補った⽅法であり，

様々な場⾯で適⽤が可能
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