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本⽇の講義について
・不等式制約付きの最適化問題を扱う

min𝒙∈ℝ೙ 𝑓 𝒙                                         
subject to  𝑔௜ 𝒙 ൌ 0, 𝑖 ൌ 1,2, … ,𝑝

                       ℎ௝ 𝒙 ൑ 0, 𝑗 ൌ 1,2, … ,𝑚

・今回は，不等式制約のみの最適化問題を考える．(𝑚 ൏ 𝑛は仮定)
・関数𝑓 𝒙 , ℎ௝ 𝒙 は微分可能とする
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局所最適解・等式制約との関係性
・不等式制約付きの最適化問題

min𝒙∈ℝ೙ 𝑓 𝒙                                         
subject to  ℎ௝ 𝒙 ൑ 0, 𝑗 ൌ 1,2, … ,𝑚

・上記の問題の局所最適解︓𝒙∗

→ ℎ௝ 𝒙∗ ൌ 0を満たしているとすれば，該当する不等式制約を等式制約に変換
しても，𝒙∗は局所最適解のまま
ℎ௝ 𝒙∗ ൏ 0の場合は，該当する不等式制約がなかったとしても， 𝒙∗は局所最
適解のまま

・すなわち，局所最適解𝒙∗に対して，不等式制約の境界上(ℎ௝ 𝒙∗ ൌ 0)かそうでな
いか(ℎ௝ 𝒙∗ ൏ 0)によって，状況が変化する
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有効制約式
・不等式制約付きの最適化問題

min𝒙∈ℝ೙ 𝑓 𝒙                                         
subject to  ℎ௝ 𝒙 ൑ 0, 𝑗 ൌ 1,2, … ,𝑚

・有効制約式(Active constraint)
上記の問題の実⾏可能解𝒙 ∈ ℝ௡に対して，ℎ௝ 𝒙 ൌ 0となる制約式のこと
→ 有効制約式の添え字の集合︓𝐼 𝒙 ൌ 𝑗 ∈ 1,2, … ,𝑚 |ℎ௝ 𝒙 ൌ 0
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𝒙∗ 𝒙∗

有効制約 有効制約ではない



1次の最適性条件
・不等式制約1つだけの場合の最適化問題

min𝒙∈ℝ೙ 𝑓 𝒙                
subject to  ℎଵ 𝒙 ൑ 0

・𝒙∗︓局所解 → 𝒙∗ ∈ 𝐵 𝒙∗, 𝜀 ∩ 𝒙 ∈ ℝ௡|ℎଵ 𝒙 ൑ 0 で，𝑓 𝒙∗ は最⼩になる
① ℎଵ 𝒙∗ ൏ 0のとき，𝒙∗の近傍の点はすべてℎଵ 𝒙 ൏ 0

→ 𝐵 𝒙∗, 𝜀 ∩ 𝒙 ∈ ℝ௡|ℎଵ 𝒙 ൑ 0 ൌ 𝐵 𝒙∗, 𝜀
→ 𝒙 ∈ 𝐵 𝒙∗, 𝜀 に対して，制約なし最適化問題

min𝒙∈ℝ೙ 𝑓 𝒙
に帰着．→ ∇𝑓 𝒙∗ ൌ 𝟎
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1次の最適性条件
・不等式制約1つだけの場合の最適化問題

min𝒙∈ℝ೙ 𝑓 𝒙                
subject to  ℎଵ 𝒙 ൑ 0

・𝒙∗︓局所解 → 𝒙∗ ∈ 𝐵 𝒙∗, 𝜀 ∩ 𝒙 ∈ ℝ௡|ℎଵ 𝒙 ൑ 0 で，𝑓 𝒙∗ は最⼩になる
② ℎଵ 𝒙∗ ൌ 0のとき，𝒙∗は

min𝒙∈ℝ೙ 𝑓 𝒙     subject to  ℎଵ 𝒙 ൌ 0
の局所最適解(これは等式制約の時の議論と同じ)
→ ∇𝑓 𝒙∗ ൅ 𝜆ଵ∗∇ℎଵ 𝒙∗ ൌ 𝟎 (𝜆ଵ∗の符号が𝜆ଵ∗ ൒ 0になる点だけは注意)

5/15



1次の最適性条件
・不等式制約1つだけの場合の最適化問題

min𝒙∈ℝ೙ 𝑓 𝒙                
subject to  ℎଵ 𝒙 ൑ 0

・𝒙∗︓局所解 → 𝒙∗ ∈ 𝐵 𝒙∗, 𝜀 ∩ 𝒙 ∈ ℝ௡|ℎଵ 𝒙 ൑ 0 で，𝑓 𝒙∗ は最⼩になる
・まとめると…
ℎଵ 𝒙∗ ൏ 0なら，∇𝑓 𝒙∗ ൅ 𝜆ଵ∗∇ℎଵ 𝒙∗ ൌ 𝟎 で 𝜆ଵ∗ ൌ 0
ℎଵ 𝒙∗ ൌ 0なら，∇𝑓 𝒙∗ ൅ 𝜆ଵ∗∇ℎଵ 𝒙∗ ൌ 𝟎 で 𝜆ଵ∗ ൒ 0
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1次の必要条件(KKT条件)
・不等式制約付き最適化問題の局所最適解を𝒙∗とする．
・有効制約となるℎ௝ 𝒙∗ における ∇ℎ௝ 𝒙∗ , 𝑗 ∈ 𝐼 𝒙∗ は1次独⽴とする．
・このとき，𝜆ଵ∗ , 𝜆ଶ∗ , … , 𝜆௠∗ ∈ ℝが存在して，

が成り⽴つ．(Karush-Kuhn-Tucker条件，KKT条件)
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1次の必要条件の求め⽅︓例題
(例) KKT条件とそこから得られる解 𝑥,𝑦, 𝜆 を求めなさい．

min ௫,௬ ∈ℝమ   𝑥ଶ ൅ 6𝑥𝑦 ൅ 𝑦ଶ
subject to  𝑔ଵ 𝒙 ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ െ 1 ൑ 0

(解答)
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2次の必要条件
・不等式制約付き最適化問題の局所最適解を𝒙∗とする．
・有効制約となるℎ௝ 𝒙∗ における ∇ℎ௝ 𝒙∗ , 𝑗 ∈ 𝐼 𝒙∗ は1次独⽴とする．
・𝜆ଵ∗ , 𝜆ଶ∗ , … , 𝜆௠∗ ∈ ℝ︓KKT条件を満たす点
・部分空間𝑆 ൌ 𝒚 ∈ ℝ௡|∇ℎ௝ 𝒙∗ ௧𝒚 ൌ 0, 𝑗 ∈ 𝐼 𝒙∗

・ここで，𝑳 ൌ ∇ଶ𝑓 𝒙∗ ൅ ∑ 𝜆௝∗∇ଶℎ௝ 𝒙∗௠
௝ୀଵ とするとき，任意の𝒚 ∈ 𝑆に対して

𝒚௧𝑳𝒚 ൒ 0
が成り⽴つ．
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2次の⼗分条件
・𝒙∗，および𝜆ଵ∗ , 𝜆ଶ∗ , … , 𝜆௠∗ ∈ ℝがKKT条件を満たす

・𝐽 ൌ 𝑗 ∈ 1,2, … ,𝑚 |ℎ௝ 𝒙∗ ൌ 0, 𝜆௝ ൌ 0

・𝑆′ ൌ 𝒚 ∈ ℝ௡|∇ℎ௝ 𝒙∗ ௧𝒚 ൌ 0, 𝑗 ∈ 𝐽

・⾏列𝑳に対して，𝒚 ∈ 𝑆′，𝒚 ് 𝟎で𝒚௧𝑳𝒚 ൐ 0とする．
→ この時，𝒙∗は局所最適解である．
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2次の⼗分条件︓例題
(例)最適化問題

min ௫భ,௫మ ∈ℝమ 𝑥ଵସ ൅ 𝑥ଶସ ൅ 3𝑥ଵଶ𝑥ଶଶ െ 2𝑥ଶଶ 
subject to  𝑔ଵ 𝒙 ൌ 1 െ 𝑥ଵଶ െ 2𝑥ଶଶ ൑ 0
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凸最適化問題の場合
・不等式制約付きの最適化問題

min𝒙∈ℝ೙ 𝑓 𝒙                                        

subject to  ℎ௝ 𝒙 ൑ 0, 𝑗 ൌ 1,2, … ,𝑚
(凸最適化問題の場合における1次の⼗分条件)
・𝑓 𝒙 ,ℎ௝ 𝒙 ൑ 0, 𝑗 ൌ 1,2, … ,𝑚︓凸関数 (ℎ௝ 𝒙 は1次式でなくてもよい)
・𝒙∗︓実⾏可能解
・この時，𝜆ଵ∗ , 𝜆ଶ∗ , … , 𝜆௠∗ ∈ ℝ，および𝒙∗がKKT条件を満たすとき，𝒙∗は上記の

問題の⼤域最適解となる．
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主問題と双対問題の関係性
・𝑓 𝒙 ,ℎ௝ 𝒙 ൑ 0, 𝑗 ൌ 1,2, … ,𝑚︓凸関数
・ラグランジュ関数𝐿 𝒙,𝝀 について，

𝐿 𝒙,𝝀 ൌ 𝑓 𝒙 ൅෍ 𝜆௝ℎ௝ 𝒙
௠

௝ୀଵ

・不等式制約付き最適化問題は，
𝑚𝑖𝑛𝒙∈ℝ೙𝑚𝑎𝑥𝝀∈ℝ೘   𝐿 𝒙,𝝀              

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜  𝝀 ൒ 𝟎
と表すことができる．
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主問題と双対問題の関係性
・主問題(primal problem)

𝑚𝑖𝑛𝒙∈ℝ೙𝑚𝑎𝑥𝝀∈ℝ೘   𝐿 𝒙,𝝀              
𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜  𝝀 ൒ 𝟎

・双対問題(dual problem)
𝑚𝑎𝑥𝝀∈ℝ೘𝑚𝑖𝑛𝒙∈ℝ೙   𝐿 𝒙,𝝀              

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜  𝝀 ൒ 𝟎
・主問題と双対問題の間には，以下の弱双対性が成り⽴つ．

𝒎𝒊𝒏𝒙∈ℝ𝒏𝒎𝒂𝒙𝝀ஹ𝟎𝑳 𝒙,𝝀 ൒ 𝒎𝒂𝒙𝝀ஹ𝟎𝒎𝒊𝒏𝒙∈ℝ𝒏𝑳 𝒙,𝝀   (弱双対性)
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主問題と双対問題の関係性
・主問題(primal problem)

𝑚𝑖𝑛𝒙∈ℝ೙𝑚𝑎𝑥𝝀∈ℝ೘   𝐿 𝒙,𝝀              
𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜  𝝀 ൒ 𝟎

・双対問題(dual problem)
𝑚𝑎𝑥𝝀∈ℝ೘𝑚𝑖𝑛𝒙∈ℝ೙   𝐿 𝒙,𝝀              

𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜  𝝀 ൒ 𝟎

・ℎ௝ 𝒙෥ ൏ 0を満たす𝒙෥が存在するとき，主問題と双対問題の間には，強双対性が
成り⽴つ．

𝒎𝒊𝒏𝒙∈ℝ𝒏𝒎𝒂𝒙𝝀ஹ𝟎𝑳 𝒙,𝝀 ൌ 𝒎𝒂𝒙𝝀ஹ𝟎𝒎𝒊𝒏𝒙∈ℝ𝒏𝑳 𝒙,𝝀   (強双対性)
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例題︓線形計画問題の双対問題導出
・主問題(primal problem)︓線形計画問題

𝑚𝑖𝑛𝒙∈ℝ೙   𝒄௧𝒙            
𝑠𝑢𝑏𝑗𝑒𝑐𝑡 𝑡𝑜  𝑨𝒙 ൅ 𝒃 ൑ 𝟎
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今回のまとめ
・不等式制約付きの最適化問題

min𝒙∈ℝ೙ 𝑓 𝒙                                        

subject to  ℎ௝ 𝒙 ൑ 0, 𝑗 ൌ 1,2, … ,𝑚
について，1次と2次の必要条件・⼗分条件を考察

・KKT条件は，⾮線形最適化問題の中でも特に重要
・KKT条件は⽅程式を解く必要があるが，⽅程式が複雑になった場合に解けない

可能性がある
→ そのような場合にでも解ける⽅法を次回以降考える．
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