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本⽇の講義について
・勾配法の基礎として，凸2次関数を例とした最急降下法の収束速度を考察
・勾配法の応⽤として，アダブーストと座標降下法との関わり，多層パーセプト

ロンと勾配法との関わりを紹介(詳細までは踏み込まない予定．詳細を知りたい
⽅は，それぞれの専⾨書を参照すること)
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(再掲)直線探索を⽤いる反復法
(反復法の流れ)
STEP0︓初期点︓𝒙଴ ∈ ℝ௡を設定し，𝑘 ← 0とする．
STEP1︓停⽌条件が満たされるならば，𝒙௞を解として出⼒し，終了．
STEP2︓降下⽅向として𝒅௞を設定．
STEP3︓𝜙 𝛼 ൌ 𝑓 𝒙௞ ൅ 𝛼𝒅௞ , 𝛼 ൒ 0に対する直線探索により，ステップ幅𝛼௞を

計算．
STEP4︓𝒙௞ାଵ ← 𝒙௞ ൅ 𝛼௞𝒅௞ と更新．
STEP5︓𝑘 ← 𝑘 ൅ 1として，STEP1へ戻る．
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(再掲)座標降下法のアルゴリズム
STEP0︓初期点︓𝒙଴ ∈ ℝ௡を設定し，𝑘 ← 0とする．
STEP1︓停⽌条件が満たされるならば，𝒙௞を解として出⼒し，終了．
STEP2︓降下⽅向として𝒅௞を，േ𝒆ଵ,േ𝒆ଶ, … ,േ𝒆௡ の中から選択する．
STEP3︓𝜙 𝛼 ൌ 𝑓 𝒙௞ ൅ 𝛼𝒅௞ , 𝛼 ൒ 0に対する直線探索により，ステップ幅𝛼௞を

計算．
STEP4︓𝒙௞ାଵ ← 𝒙௞ ൅ 𝛼௞𝒅௞ と更新．
STEP5︓𝑘 ← 𝑘 ൅ 1として，STEP1へ戻る．

反復法で，STEP２の内容が座標降下法に合った内容に変わっただけ
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(再掲)最急降下法のアルゴリズム
STEP0︓初期点︓𝒙଴ ∈ ℝ௡を設定し，𝑘 ← 0とする．
STEP1︓停⽌条件が満たされるならば，𝒙௞を解として出⼒し，終了．
STEP2︓降下⽅向として𝒅௞ ൌ െ∇𝑓 𝒙௞ を設定する．
STEP3︓𝜙 𝛼 ൌ 𝑓 𝒙௞ ൅ 𝛼𝒅௞ , 𝛼 ൒ 0に対する直線探索により，ステップ幅𝛼௞を

計算．
STEP4︓𝒙௞ାଵ ← 𝒙௞ ൅ 𝛼௞𝒅௞ と更新．
STEP5︓𝑘 ← 𝑘 ൅ 1として，STEP1へ戻る．

反復法で，STEP２の内容が最急降下法に合った内容に変わっただけ
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最急降下法の収束速度
(例) 凸2次関数︓𝑓 𝒙 ൌ ଵ

ଶ
𝒙 െ 𝒙∗ ௧𝑄 𝒙 െ 𝒙∗ (ただし，𝑄は正定値対称⾏列)

→ 𝒙 ൌ 𝒙∗が最適解となり，𝑓 𝒙∗ ൌ 0
・これを最急降下法で求めていくことを考えると…

・𝜙 𝛼 ൌ 𝑓 𝒙௞ ൅ 𝛼𝒅௞ の最適解𝛼を厳密に求めると，最急降下法の𝒅௞は
𝒅௞ ൌ െ∇𝑓 𝒙௞ ൌ െ𝑄 𝒙௞ െ 𝒙∗ より
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最急降下法の収束速度
(例) 凸2次関数︓𝑓 𝒙 ൌ ଵ

ଶ
𝒙 െ 𝒙∗ ௧𝑄 𝒙 െ 𝒙∗ (ただし，𝑄は正定値対称⾏列)

→ 𝒙 ൌ 𝒙∗が最適解となり，𝑓 𝒙∗ ൌ 0
・ 𝑓 𝒙௞ାଵ を求めると

𝑓 𝒙௞ାଵ ൌ 1 െ
∇𝑓 𝒙௞ ସ

∇𝑓 𝒙௞ ௧𝑄∇𝑓 𝒙௞ · ∇𝑓 𝒙௞ ௧𝑄ିଵ∇𝑓 𝒙௞
𝑓 𝒙௞

・ここで，𝑄の固有値︓0 ൏ 𝜆ଵ ൑ 𝜆ଶ ൑ ⋯ ൑ 𝜆௡とすると
∇𝑓 𝒙௞ ௧𝑄∇𝑓 𝒙௞ · ∇𝑓 𝒙௞ ௧𝑄ିଵ∇𝑓 𝒙௞

൑ 𝜆௡ ∇𝑓 𝒙௞ ଶ ·
1
𝜆ଵ

∇𝑓 𝒙௞ ଶ ൌ
𝜆௡
𝜆ଵ

∇𝑓 𝒙௞ ସ
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最急降下法の収束速度
(例) 凸2次関数︓𝑓 𝒙 ൌ ଵ

ଶ
𝒙 െ 𝒙∗ ௧𝑄 𝒙 െ 𝒙∗ (ただし，𝑄は正定値対称⾏列)

→ 𝒙 ൌ 𝒙∗が最適解となり，𝑓 𝒙∗ ൌ 0
・つまり，𝑄の最⼩固有値を𝜆ଵ，最⼤固有値を𝜆௡とするとき，
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最急降下法の収束速度の意味
・最急降下法の収束速度と等⾼線・点列⽣成との関連性
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機械学習への応⽤①
座標降下法とブースティング
・T個のデータ︓ 𝒂ଵ,𝑏ଵ , 𝒂ଶ, 𝑏ଶ ,⋯ , 𝒂் ,𝑏் , 𝒂௧ ∈ ℝௗ , 𝑏௧ ∈ ൅1,െ1

(つまり，⼊⼒𝒂௧が与えられたときに，1かー1を𝑏௧の値として出⼒する)
・新たなデータ︓𝒂 ∈ ℝௗが得られたとき，出⼒𝑏 ∈ ൅1,െ1 を以下の関数
𝐻𝒙 𝒂 ൌ ∑ 𝑥௜ℎ௜ 𝒂௡

௜ୀଵ の符号で判定 → 𝐻𝒙 𝒂 ൐ 0なら𝑏 ൌ 1,𝐻𝒙 𝒂 ൏ 0なら𝑏 ൌ െ1
(ここで，ℎଵ 𝒂 ,ℎଶ 𝒂 , … ,ℎ௡ 𝒂 は ൅1,െ1 の値をとる関数(基底関数とよぶ))

・単純な基底関数を逐次的に複数組み合わせて，⾼い予測精度を達成する判別器
を構成する⽅法︓ブースティング
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機械学習への応⽤①
・新たなデータ︓𝒂 ∈ ℝௗが得られたとき，出⼒𝑏 ∈ ൅1,െ1 を以下の関数
𝐻𝒙 𝒂 ൌ ∑ 𝑥௜ℎ௜ 𝒂௡

௜ୀଵ の符号で判定 → 𝐻𝒙 𝒂 ൐ 0なら𝑏 ൌ 1,𝐻𝒙 𝒂 ൏ 0なら𝑏 ൌ െ1

Q︓𝐻𝒙 𝒂 の係数𝒙 ൌ 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡ を観測データからどのように定めるか︖
→ 𝑏௧𝐻𝒙 𝒂௧ ൐ 0なら，関数𝐻𝒙 𝒂 で正しく判定できているので，できるだけ

多くの 𝒂௧ , 𝑏௧ に対して，𝑏௧𝐻𝒙 𝒂௧ ൐ 0が成り⽴つことが重要
・損失関数を導⼊︓𝑓 𝒙 ൌ ∑ 𝑒ି௕೟ு𝒙 𝒂೟்

௧ୀଵ
→ これを最⼩化するときに，座標降下法を学習アルゴリズムとして⽤いる

(アダブースト(Adaboost))
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機械学習への応⽤①
Q︓どのようにして座標降下法を⽤いるか︖
A︓𝑓 𝒙 ൌ ∑ 𝑒ି௕೟ு𝒙 𝒂೟்

௧ୀଵ の勾配を計算する．(このとき𝑤௧ ൌ 𝑒ି௕೟ு𝒙 𝒂೟ とする)
𝜕𝑓
𝜕𝑥௜

𝒙 ൌ െ෍ 𝑤௧𝑏௧ℎ௜ 𝒂௧
்

௧ୀଵ
ൌ 2෍ 𝑤௧𝟏 𝑏௧ ് േℎ௜ 𝒂௧

்

௧ୀଵ
െ෍ 𝑤௧

்

௧ୀଵ

(ここで，1[A]はAが真なら1，偽なら0をとる定義関数)
・よって，関数値が減少する座標軸の⽅向は，േℎଵ,േℎଶ,⋯ ,േℎ௡の中で，
∑ 𝑤௧𝟏 𝑏௧ ് േℎ௜ 𝒂௧்
௧ୀଵ を最⼩にする⽅向に対応(重み付き誤り数と解釈可能)

(＝座標降下法と相性が良い)
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機械学習への応⽤②
・ニューラルネットワーク(今回は多層パーセプトロン)
・N個のデータ︓ 𝒂ଵ,𝒃ଵ , 𝒂ଶ,𝒃ଶ ,⋯ , 𝒂ே,𝒃ே において，𝒂௜と𝒃௜の関係を学習

→ 新たなデータ𝒂が⼊⼒されたときに，出⼒𝒃を精度よく予測できるか︖
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𝒂ሺ௟ାଵሻ

𝒂ሺ௟ሻ

𝒂ሺ௟ିଵሻ
𝝓௟ 𝑾 ௟ 𝒂ሺ௟ିଵሻ

𝝓௟ାଵ 𝑾 ௟ାଵ 𝒂ሺ௟ሻ



機械学習への応⽤②
多層パーセプトロン
・学習するパラメータ︓𝑾 ௟ , 𝑙 ൌ 1, 2, … , 𝐿

・⼊⼒𝒂，出⼒𝒃の間の関係 (𝒂ሺ଴ሻ ൌ 𝒂として)
𝒂ሺ௟ሻ ൌ 𝝓௟ 𝑾 ௟ 𝒂ሺ௟ିଵሻ , 𝑙 ൌ 1,2, … , 𝐿, 

𝒃 ൌ 𝒂ሺ௅ሻ ൌ 𝝓௅ 𝑾 ௅ 𝝓௅ିଵ 𝑾 ௅ିଵ ⋯𝑾 ଶ 𝝓ଵ 𝑾 ଵ 𝒂ሺ଴ሻ ⋯ ൌ 𝚽 𝒂,𝑾
                                                                                                                             ሺ𝑾 ൌ 𝑾ሺଵሻ, … ,𝑾ሺ௅ሻ

ここで，𝝓௟ 𝒛 ൌ 𝜓 𝑧ଵ ,𝜓 𝑧ଶ , … ,𝜓 𝑧஽೗ ൌ tanh 𝑧ଵ , tanh 𝑧ଶ , … , tanh 𝑧஽೗
などが⽤いられる．
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機械学習への応⽤②
・⼊出⼒における2乗誤差を最⼩化する

𝑓 𝑾 ൌ
1

2𝑁෍ 𝚽 𝒂௠,𝑾 െ𝒃௠ ଶ
ே

௠ୀଵ

・探索⽅向を求めるためには，勾配の計算が必要
→ 誤差を出⼒層(最後の⽅)から⼊⼒層に伝搬させているように解釈できる

(誤差逆伝搬法(バック・プロパゲーション))
・𝒖 ௟ାଵ ൌ 𝑾 ௟ାଵ 𝒂 ௟ ൌ 𝑾 ௟ାଵ 𝝓௟ 𝒖 ௟ を設定
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機械学習への応⽤②
・次の微分を考える (𝒖 ௟ାଵ ൌ 𝑾 ௟ାଵ 𝝓௟ 𝒖 ௟ を利⽤して)

𝜕Φௗ

𝜕𝑢௜
௟ ൌ෍

𝜕Φௗ

𝜕𝑢௞
௟ାଵ

𝜕𝑢௞
௟ାଵ

𝜕𝑢௞
௟௞

ൌ෍
𝜕Φௗ

𝜕𝑢௞
௟ାଵ 𝑊௞௜

௟ାଵ 𝜓′ 𝑢௜
௟

௞

つまり，𝑙 ൅ 1層⽬の微分から𝑙層⽬の微分が求められる．
・また，𝒖 ௟ ൌ 𝑾 ௟ 𝒂 ௟ିଵ も利⽤すると

𝜕Φௗ

𝜕𝑊௜௝
௟ ൌ෍

𝜕Φௗ

𝜕𝑢௞
௟
𝜕𝑢௞

௟

𝜕𝑊௜௝
௟௞
ൌ
𝜕Φௗ

𝜕𝑢௜
௟ 𝑎௝

௟ିଵ

13/15

𝒂ሺ௟ାଵሻ

𝒂ሺ௟ሻ

𝒂ሺ௟ିଵሻ

𝑾 ௟ାଵ

𝑊௜௝
௟
𝑖

𝑗



機械学習への応⽤②
・以上の結果から

𝜕𝑓

𝜕𝑊௜௝
௟ 𝑾 ൌ

1
𝑁෍ ෍ Φௗ 𝒂௠,𝑾 െ 𝑏௠,ௗ

𝜕Φௗ

𝜕𝑊௜௝
௟ 𝒂௠,𝑾

஽

ௗୀଵ

ே

௠ୀଵ

を𝑓の最適化に⽤いる．

・確率的最適化のアイディアを⽤いると，𝑊௜௝
௟ は以下のように表記できる

𝑊௜௝
௟ ← 𝑊௜௝

௟ െ 𝜀௧ · ෍ Φௗ 𝒂ഥ௧ ,𝑾 െ 𝑏ത௧,ௗ
𝜕Φௗ

𝜕𝑊௜௝
௟ 𝒂ഥ௧ ,𝑾

஽

ௗୀଵ

(ここで， 𝒂ഥ௧ ,𝒃ഥ௧ はtステップ⽬で与えられたデータ，𝜀௧は適当な正の数)
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今回のまとめ
・勾配法の基礎として，凸2次関数を例とした最急降下法の収束速度を考察

→ 最急降下法を1次収束であるため，最適解付近ではやはり収束が鈍化
→ ニュートン法や準ニュートン法の利⽤

・勾配法の応⽤として，アダブーストと座標降下法との関わり，多層パーセプト
ロンと勾配法との関わりを紹介(詳細までは踏み込まない予定．詳細を知りたい
⽅は，それぞれの専⾨書を参照すること)
→ 先端⼿法の影の主役は，実は最適化
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