
計画数理学特論
〜第6回︓勾配法の基礎①〜
担当︓蓮池隆 (経営システム⼯学科) 

e-mail: thasuike@waseda.jp



本⽇の講義について
・制約なしの⾮線形最適化問題で(局所)最適解を導出する⽅法を深堀する
・反復法を⽤いながら，(局所)最適解に近づくように点列を更新していくが，

その更新をどのように⾏えばよいかを考える

・まずは，直線探索について諸々の条件を確認する
・その後，特に最急降下法について練習問題を交え，学習する．
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(再掲)反復法
本講義で最適解を求める際に⽤いる基本アルゴリズム︓反復法
(反復法のステップ)
・STEP0︓初期解𝒙଴を設定．𝑘 ← 0とする
・STEP1︓停⽌条件(例︓微⼩の定数𝜀に対して 𝒙௞ାଵ െ 𝒙௞ ൏ 𝜀)を満たすなら，

結果を出⼒し終了．
・STEP2︓関数𝒇 𝒙 ，実⾏可能領域S，⽣成される点列𝒙𝟎,𝒙𝟏, … ,𝒙𝒌などの情報

から，𝒙𝒌ା𝟏を計算する．
・STEP3︓𝑘 ← 𝑘 ൅ 1として，STEP1へ戻る．

Q︓点列𝑥଴, 𝑥ଵ, … , 𝑥௞をどのように⽣成していくか︖
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直線探索法
・関数𝑓:  ℝ௡ → ℝとして，点𝒙 ∈ ℝ௡を
𝒅⽅向に更新する状況を想定

・1変数関数𝜙 𝛼 ൌ を設定(ただし，𝛼 ൐ 0)

・𝜙 0 ൌ 𝑓 𝒙 ︓現在の点𝒙における関数の値
・𝜙 0 ൐ 𝜙 𝛼 となる𝛼 ൐ 0があれば，最⼩値の⽅向にもっていくことができる

→ できるだけ𝜙 𝛼 を⼩さくできる𝛼を求める計算法︓直線探索法
・計算速度や効率性を考えると，𝜙 0 ൐ 𝜙 𝛼 となる𝛼が⾒つかればOK

(もちろん𝜙 𝛼 の値が⼤きく減少すればよいが…)
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アルミホ条件(Armijo condition)
・𝑐ଵ ∈ 0,1 として，𝜙′ 𝛼 が𝜙 𝛼 の1回微分として

𝜙 𝛼 ൑ 𝜙 0 ൅ 𝑐ଵ𝛼𝜙′ 0
を満たす𝛼 ൐ 0を選択すれば，𝜙 0 ൐ 𝜙 𝛼 となる．

4/16

𝜙 0

𝜙 0 ൅ 𝑐ଵ𝛼𝜙′ 0

𝜙 𝛼

𝛼
許容範囲(この範囲内の𝛼を選択)

𝜙 0  ሺ𝑐ଵ → 0ሻ

𝜙 0 ൅ 𝛼𝜙′ 0
ሺ𝑐ଵ → 1ሻ



ウルフ条件(Wolfe condition)
・0 ൏ 𝑐ଵ ൏ 𝑐ଶ ൏ 1として，𝜙′ 𝛼 が𝜙 𝛼 の1回微分として

𝜙 𝛼 ൑ 𝜙 0 ൅ 𝑐ଵ𝛼𝜙′ 0 ,𝜙′ 𝛼 ൒ 𝑐ଶ𝜙′ 0
を満たす𝛼 ൐ 0を選択する．
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許容範囲(この範囲内の𝛼を選択)

傾き𝑐ଶ𝜙′ 0



アルミホ条件を満たす の求め⽅
・アルミホ条件下を満たす𝛼の求め⽅は︖→ バックトラッキング法
STEP0︓アルミホ条件の定数𝑐ଵ ∈ 0,1 ，縮⼩率𝜌 ∈ 0,1 ，初期値𝛼 ൐ 0を設定
STEP1︓𝛼がアルミホ条件を満たすなら，𝛼をステップ幅として出⼒．

アルゴリズム終了
STEP2︓𝛼 ← 𝜌𝛼として，STEP1に戻る．

つまりは，アルミホ条件を満たすまで，𝛼の値を縮⼩していくシンプルな⽅法
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直線探索を⽤いる反復法
・現在の点︓𝒙௞ ∈ ℝ௡

・探索⽅向︓𝒅௞ (ただし， となるように選ぶ)
・(アルミホ条件やウルフ条件などから求めた)ステップ幅︓𝛼௞ ൐ 0
・以上を⽤いて，𝒙௞ାଵ ൌ 𝒙௞ ൅ 𝛼௞𝒅௞ として次の点を設定する．

・この時， となる𝒅௞を選んでいることで，
𝑓 𝒙௞ ൅ 𝛼௞𝒅௞ െ 𝑓 𝒙௞ ൏ 0

が成り⽴つ．(よって，𝒅௞を降下⽅向とも呼ぶ)
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直線探索を⽤いる反復法
(反復法の流れ)
STEP0︓初期点︓𝒙଴ ∈ ℝ௡を設定し，𝑘 ← 0とする．
STEP1︓停⽌条件が満たされるならば，𝒙௞を解として出⼒し，終了．
STEP2︓降下⽅向として𝒅௞を設定．
STEP3︓𝜙 𝛼 ൌ 𝑓 𝒙௞ ൅ 𝛼𝒅௞ , 𝛼 ൒ 0に対する直線探索により，ステップ幅𝛼௞を

計算．
STEP4︓𝒙௞ାଵ ← 𝒙௞ ൅ 𝛼௞𝒅௞ と更新．
STEP5︓𝑘 ← 𝑘 ൅ 1として，STEP1へ戻る．
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ゾーテンダイク条件
・関数𝑓:ℝ௡ → ℝ は下に有界で連続微分可能
・初期点𝒙଴から定まるレベル集合 𝒙 ∈ ℝ௡|𝑓 𝒙 ൑ 𝑓 𝒙଴ を含む集合上で，
𝑓がγ平滑．

・直線探索にウルフ条件を⽤い，探索⽅向𝒅௞と勾配∇𝑓 𝒙௞ の間の⾓度を

𝑐𝑜𝑠𝜃௞ ൌ െ
∇𝑓 𝒙௞ ௧𝒅௞
∇𝑓 𝒙௞ 𝒅௞

と定めるとき，
෍ 𝑐𝑜𝑠𝜃௞ ଶ ∇𝑓 𝒙௞ ଶ

ஶ

௞ୀ଴
൏ ∞

が成り⽴つ．
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ゾーテンダイク条件が⾔いたいこと
・ゾーテンダイク条件から， 𝑐𝑜𝑠𝜃௞ ଶ ∇𝑓 𝒙௞ ଶの無限級数和が発散しないため，

𝑐𝑜𝑠𝜃௞ ଶ ∇𝑓 𝒙௞ ଶ → 0,𝑘 → ∞
となる．

・降下⽅向𝒅௞が勾配⽅向∇𝑓 𝒙௞ と直交しないように，
lim 𝑖𝑛𝑓
௞→ஶ

𝑐𝑜𝑠𝜃௞ ଶ ൐ 0

と設定すると， ∇𝑓 𝒙௞ → 0,𝑘 → ∞ が成り⽴つ．
→ 初期点𝒙଴によらず，勾配が0となる点に収束する(⼤域的収束)
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座標降下法
・⽬的関数𝑓:ℝ௡ → ℝ を各座標軸に沿って最適化していく⽅法
・ベクトル𝒆௜ ൌ 0, 0, … , 0, 1, 0, … , 0 ௧ (i番⽬の要素だけ1，他は0のベクトル)
・探索⽅向︓േ𝒆ଵ,േ𝒆ଶ, … ,േ𝒆௡ の中から選択

(探索⽅向の選び⽅)
・ランダム
・巡回的に1, 2, …, n, 1, 2, …, nとする
・勾配の要素の絶対値が最⼤となる座標軸
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座標降下法のアルゴリズム
STEP0︓初期点︓𝒙଴ ∈ ℝ௡を設定し，𝑘 ← 0とする．
STEP1︓停⽌条件が満たされるならば，𝒙௞を解として出⼒し，終了．
STEP2︓降下⽅向として𝒅௞を，േ𝒆ଵ,േ𝒆ଶ, … ,േ𝒆௡ の中から選択する．
STEP3︓𝜙 𝛼 ൌ 𝑓 𝒙௞ ൅ 𝛼𝒅௞ , 𝛼 ൒ 0に対する直線探索により，ステップ幅𝛼௞を

計算．
STEP4︓𝒙௞ାଵ ← 𝒙௞ ൅ 𝛼௞𝒅௞ と更新．
STEP5︓𝑘 ← 𝑘 ൅ 1として，STEP1へ戻る．

反復法で，STEP２の内容が座標降下法に合った内容に変わっただけ
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最急降下法
・勾配ベクトルが(できれば簡単に)計算可能な場合，探索⽅向を降下⽅向として

とした場合の反復法．(勾配と逆⽅向を取ることで，最も減る⽅向になる)
・ゾーテンダイク条件での𝑐𝑜𝑠𝜃௞は

𝑐𝑜𝑠𝜃௞ ൌ െ
∇𝑓 𝒙௞ ௧𝒅௞
∇𝑓 𝒙௞ 𝒅௞

ൌ 1

となり，∇𝑓 𝒙௞ → 𝟎,𝑘 → ∞ が成り⽴つことから，⼤域的収束となる．
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最急降下法のアルゴリズム
STEP0︓初期点︓𝒙଴ ∈ ℝ௡を設定し，𝑘 ← 0とする．
STEP1︓停⽌条件が満たされるならば，𝒙௞を解として出⼒し，終了．
STEP2︓
STEP3︓𝜙 𝛼 ൌ 𝑓 𝒙௞ ൅ 𝛼𝒅௞ , 𝛼 ൒ 0に対する直線探索により，ステップ幅𝛼௞を

計算．
STEP4︓𝒙௞ାଵ ← 𝒙௞ ൅ 𝛼௞𝒅௞ と更新．
STEP5︓𝑘 ← 𝑘 ൅ 1として，STEP1へ戻る．

反復法で，STEP２の内容が最急降下法に合った内容に変わっただけ
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最急降下法の例題
(例題) 関数𝑓 𝑥,𝑦 ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൅ 𝑥𝑦 െ 2𝑥 の最⼩化問題に対する局所最適解を

初期点を(1, 1)として最急降下法で求める(途中過程を⽰す)．

(解答)
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今回のまとめ
・制約なしの⾮線形最適化問題で(局所)最適解を導出する⽅法(反復法)を⽤い

ながら，(局所)最適解に近づくように点列を更新していくが，その更新を
どのように⾏えばよいかを考察

・ポイント①︓直線探索でステップ幅をどう設定すればよいか︖
→ アルミホ条件，ウルフ条件

・ポイント②︓探索⽅向をどう設定すればよいか︖
→ 座標降下法，最急降下法
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