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凸関数
(定義)
・関数𝑓:ℝ௡ → ℝ ∪ ∞ に対して，実効定義域𝑑𝑜𝑚 𝑓 を以下で定義する．

𝑑𝑜𝑚 𝑓 ൌ 𝒙 ∈ ℝ௡|𝑓 𝒙 ൏ ∞
・任意の𝒖,𝒗 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑓 と𝜆 ∈ 0, 1 に対して

が成り⽴つとき，関数𝑓を凸関数(convex function)と呼ぶ．
・特に，𝒖 ് 𝒗と0 ൏ 𝜆 ൏ 1で 𝑓 1 െ 𝜆 𝒖 ൅ 𝜆𝒗 ൏ 1 െ 𝜆 𝑓 𝒖 ൅ 𝜆𝑓 𝒗 が成り⽴つ

とき，関数𝑓を狭義凸関数(strictly convex function)と呼ぶ．
・െ𝑓が凸関数のとき，関数𝑓を凹関数(concave function)と呼ぶ．
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凸関数のイメージ
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凸関数の例題
(例題)
・𝑓 𝑥 ൌ 𝑥 は凸関数であるか︖
(解答)
・任意の実数a, bに対して|a + b|≦|a|+|b|が成り⽴つ．
・よって，任意の実数u, vおよび𝜆 ∈ 0, 1 に対して，
𝑓 1 െ 𝜆 𝑢 ൅ 𝜆𝑣 ൌ 1 െ 𝜆 𝑢 ൅ 𝜆𝑣 ൑ 1 െ 𝜆 𝑢 ൅ 𝜆𝑣 ൌ 1 െ 𝜆 𝑓 𝑢 ൅ 𝜆𝑓 𝑣
が成り⽴つので，関数𝑓は凸関数である．
(𝑢 ൌ 1,𝑣 ൌ 2のとき， 1 െ 𝜆 𝑢 ൅ 𝜆𝑣 ൌ 1 െ 𝜆 ൅ 2𝜆 ൌ 1 ൅ 𝜆 ൌ 1 ൅ 𝜆,

1 െ 𝜆 𝑢 ൅ 𝜆𝑣 ൌ 1 െ 𝜆 ൅ 2𝜆 ൌ 1 ൅ 𝜆,より等号が成⽴するので，
狭義凸関数ではない)

8/14



凸関数の性質
(前提) 関数𝑓, 𝑓ଵ, 𝑓ଶ︓凸関数
・𝑑𝑜𝑚 𝑓 ︓凸集合
・⾮負の定数𝑐ଵ, 𝑐ଶに対して𝑐ଵ𝑓ଵ 𝒙 ൅ 𝑐ଶ𝑓ଶ 𝒙 も凸関数
・𝑚𝑎𝑥 𝑓ଵ 𝒙 ,𝑓ଶ 𝒙 も凸関数
・𝑔:ℝ → ℝを⾮減少な凸関数とするとき，𝑔 𝑓 𝒙 は凸関数
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凸関数の性質の⼀部証明
・⾮負の定数𝑐ଵ, 𝑐ଶに対して𝑐ଵ𝑓ଵ 𝒙 ൅ 𝑐ଶ𝑓ଶ 𝒙 も凸関数
(略証)
・任意の𝒖,𝒗 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑐ଵ𝑓ଵ 𝒙 ൅ 𝑐ଶ𝑓ଶ 𝒙 と𝜆 ∈ 0, 1 に対して，

𝑐ଵ𝑓ଵ 1 െ 𝜆 𝒖 ൅ 𝜆𝒗 ൅ 𝑐ଶ𝑓ଶ 1 െ 𝜆 𝒖 ൅ 𝜆𝒗
൑ 𝑐ଵ 1 െ 𝜆 𝑓ଵ 𝒖 ൅ 𝜆𝑓ଵ 𝒗 ൅ 𝑐ଶ 1 െ 𝜆 𝑓ଶ 𝒖 ൅ 𝜆𝑓ଶ 𝒗
ൌ 1 െ 𝜆 𝑐ଵ𝑓ଵ 𝒙 ൅ 𝑐ଶ𝑓ଶ 𝒙 ൅ 𝜆 𝑐ଵ𝑓ଵ 𝒙 ൅ 𝑐ଶ𝑓ଶ 𝒙

より，凸関数であることが⽰せた．
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凸関数と勾配との関係性
・集合S︓凸集合，関数𝑓︓𝑆 → ℝは微分可能
・このとき，𝑓が凸関数であることと，𝒙 ് 𝒚である任意の𝒙,𝒚 ∈ Sに対して

が成り⽴つことは同値
(イメージ)

𝒙 𝒚

つまり，任意のある点における接線と
関数𝑓を⽐較したとき，関数の⽅が必ず
上にある(値が⼤きい)
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凸関数と勾配との関係性
・𝑓が凸関数である

⇒ 𝒙 ് 𝒚である任意の𝒙,𝒚 ∈ Sに対して， が成り⽴つ
(略証)
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凸関数とヘッセ⾏列との関係性
・集合S︓凸集合，関数𝑓︓𝑆 → ℝは連続微分可能
・このとき，𝑓が凸関数であることと，S上でヘッセ⾏列∇ଶ𝑓が半正定値(これを
∇ଶ𝑓 ≻ 𝟎と表記する)となることは同値である．
(イメージ︓𝑓が𝑓 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝの場合，𝑓が凸関数であることと𝑓′′ 𝑥 >0であること

(つまり，接線の傾きが単調増加)は同値である．)
・また，S上でヘッセ⾏列∇ଶ𝑓が正定値(∇ଶ𝑓 ≻ 𝟎)ならば， 𝑓は狭義凸関数
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凸関数の最⼩化
・𝑓:  ℝ௡ → ℝ ∪ ∞ を凸関数，𝑆 ⊂ ℝ௡を凸集合とする．
・最適化問題

𝑚𝑖𝑛𝒙∈ℝ೙  𝑓 𝒙     subject to  𝒙 ∈ 𝑆
の局所最適解を 𝒙∗ ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑓 ∩ 𝑆 とする．
このとき，𝒙∗は⼤域最適解となる．
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凸関数の最⼩化(証明)
・𝑇 ൌ 𝑑𝑜𝑚 𝑓 ∩ 𝑆は，𝑑𝑜𝑚 𝑓 , 𝑆ともに凸集合であるため，𝑇も凸集合
・𝒙 ∈ 𝑇 と 𝜆 ∈ 0, 1 に対して，𝜆𝒙∗ ൅ 1 െ 𝜆 𝒙も実⾏可能解
・𝑓 𝒙 ൏ 𝑓 𝒙∗ が成り⽴つなら，f が凸関数であることから，

𝑓 𝜆𝒙∗ ൅ 1 െ 𝜆 𝒙 ൑ 𝜆𝑓 𝒙∗ ൅ 1 െ 𝜆 𝑓 𝒙 ൏ 𝑓 𝒙∗

・ここで，𝜆を1に近い値にとると，𝒙∗の近傍における𝜆𝒙∗ ൅ 1 െ 𝜆 𝒙での関数の
値が，𝒙∗の時の関数の値よりも⼩さい
→ 𝒙∗が局所最適解にならないので，⽭盾
∴ 任意の𝒙 ∈ 𝑇に対して，𝑓 𝒙 ൒ 𝑓 𝒙∗ が成り⽴つ．
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⽬的関数が1次式の場合
・𝑆 ⊂ ℝ௡を任意の集合(凸集合とは限らない)とする．
・𝒄 ∈ ℝ௡,𝑎 ∈ ℝとすると，

𝑖𝑛𝑓 𝒄௧𝒙 ൅ 𝑎|𝒙 ∈ 𝑆 ൌ 𝑖𝑛𝑓 𝒄௧𝒙 ൅ 𝑎|𝒙 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣 𝑆
が成り⽴つ．

(イメージ)
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関数値の上界・下界
・関数𝑓:ℝ௡ → ℝが𝛾-平滑な関数

(参考)
・𝛾-平滑︓勾配∇𝑓がリプシッツ連続性 ∇𝑓 𝒙 െ ∇𝑓 𝒚 ൑ 𝛾 𝒙 െ 𝒚   𝛾 ൐ 0

(イメージ︓関数𝑓の2回微分が有限)

・関数𝑓に対して，次の不等式が成⽴する
𝑓 𝒚 ൑ 𝑓 𝒙 ൅ ∇𝑓 𝒙 ௧ 𝒚 െ 𝒙 ൅

𝛾
2 𝒚 െ 𝒙 ଶ

・さらに関数𝑓が凸関数なら，
𝑓 𝒚 ൒ 𝑓 𝒙 ൅ ∇𝑓 𝒙 ௧ 𝒚 െ 𝒙 ൅

1
2𝛾 ∇𝑓 𝒙 െ ∇𝑓 𝒚 ଶ
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共役関数
・関数𝑓:ℝ௡ → ℝ ∪ ∞ で微分可能
・エピグラフ𝑒𝑝𝑖 𝑓 ⊂ ℝ௡ାଵ

𝑒𝑝𝑖 𝑓 ൌ 𝒙, 𝑡 ∈ ℝ௡ ൈ ℝ|𝑓 𝒙 ൑ 𝑡
・関数𝑓が凸関数であることと，𝑒𝑝𝑖 𝑓 が凸集合であることは同値

・特に𝑒𝑝𝑖 𝑓 が空集合でなければ，関数𝑓は真凸関数
・𝑒𝑝𝑖 𝑓 が閉集合であれば，関数𝑓は閉凸関数

・真凸関数𝑓:ℝ௡ → ℝ ∪ ∞ に対して，共役関数𝑓∗:ℝ௡ → ℝ ∪ ∞ を定義

6/12



共役関数のイメージ・関係性
・真凸関数𝑓:ℝ௡ → ℝ ∪ ∞ に対して，共役関数𝑓∗:ℝ௡ → ℝ ∪ ∞ を定義
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𝒙𝒚

関数の変数をその微分に変えるため
に⽤いられる変換(Legendre変換)
→ 元の関数を接線の傾きと切⽚で

指定される接線の集合で表現



共役関数のイメージ・関係性
・真凸関数𝑓:ℝ௡ → ℝ ∪ ∞ に対して，共役関数𝑓∗:ℝ௡ → ℝ ∪ ∞ を定義

・閉凸かつ真凸な関数(＝閉真凸関数)𝑓:ℝ௡ → ℝ ∪ ∞ の共役関数𝑓∗も閉真凸関数
・元々の関数と共役関数の間には，最適化問題の観点で，主問題と双対問題の

関係性がある
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劣勾配
・関数𝑓︓微分不可能な点を持つ凸関数
・点𝒙 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑓 とし，ベクトル𝒈 ∈ ℝ௡が任意の点𝒚 ∈ ℝ௡に対して，

を満たすとき， 𝒈を𝑓の𝒙における劣勾配(subgradient)と呼ぶ．
・点𝒙におけるすべての劣勾配を集めた集合を𝜕𝑓 𝒙 と表し，劣微分

(subdifferential)と呼ぶ．
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劣微分の性質
・𝟎 ∈ 𝜕𝑓 𝒙 のとき，任意の𝒚 ∈ ℝ௡に対して，𝑓 𝒚 ൒ 𝑓 𝒙
・実数𝜆 ൐ 0に対して， 𝜕 𝜆 · 𝑓 𝒙 ൌ 𝜆𝜕𝑓 𝒙

・関数𝑓:ℝ௡ → ℝは微分可能な凸関数ならば， 𝜕𝑓 𝒙 ൌ 𝛻𝑓 𝒙

・関数𝑓:ℝ௡ → ℝが微分可能な凸関数𝑔ଵ,𝑔ଶ, … ,𝑔௣を⽤いて，
𝑓 𝒙 ൌ 𝑚𝑎𝑥௜ୀଵ,…,௣𝑔௜ 𝒙

と表せるとする場合，添字の集合𝐽 𝒙 ൌ 𝑖|𝑓 𝒙 ൌ 𝑔௜ 𝒙 とすると，
𝜕𝑓 𝒙 ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑣 𝛻𝑔௜ 𝒙 |𝑖 ∈ 𝐽 𝒙
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劣微分を例題から学ぶ
(例) 関数𝑓 𝑥 ൌ 𝑥 の𝑥 ൌ 0における劣微分

0 𝑥

𝑓 𝑥 ൌ 𝑥
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劣勾配と共役関数の関係
・閉真凸関数𝑓:ℝ௡ → ℝ ∪ ∞ に対して，以下の3つは同値関係である

(a) 劣勾配𝒈 ∈ 𝜕𝑓 𝒙
(b) 𝒙 ∈ 𝜕𝑓∗ 𝒈
(c) 𝑓 𝒙 ൅ 𝑓∗ 𝒈 ൌ 𝒈௧𝒙

・(a)と(b)を⾒ると，𝜕𝑓 𝒙 と𝜕𝑓∗ 𝒈 がいわゆる「逆関数」の関係にある
→ 元の関数𝑓と共役関数𝑓∗の間の共役関係の本質
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今⽇の講義のまとめ
・凸性を有する最適化，およびそれぞれ劣勾配・劣微分について学習

・最適化問題を凸関数・凸集合で定式化しようとすることは⾮常に重要
→ 全体が無理であったとしても，局所的に凸関数・凸集合で表現できるだけ

でも意味があることが多い
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